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Lahendamiseks on aega 4 % tundi.
Esimese 30 minuti jooksul voib kiisida kiisimusi.
Ulesannete lahendamiseks on lubatud kasutada ainult kirjutus- ja joonestusvahendeid.

Ulesanne 1. Olgu R* positiivsete reaalarvude hulk. Funktsioon f: Rt — R* rahuldab iga z € Rt korral
vordusi

f(@®) = f(@)? ja f(22) = f(x).
Leia f ( 202\25) kéik voimalikud védrtused.

Ulesanne 2. Naturaalarvude jada on mésratud seostega ag = a1 = as = 1 ja

n
ap = | ———
Ap—10p—20n-3

iga n > 3 korral. Leia asgos.

Ulesanne 3. Nimetame kahe muutuja poliinoomi P(z,y) peidetult iihe muutuja poliinoomiks, kui leiduvad
poliinoomid Q(x) ja R(x,y) nii, et deg(Q) > 2 ja P(z,y) = Q(R(z,y)) (niiteks 22 + 1 ja 22y + 1 on peidetult
tthe muutuja poliinoomid, aga xy + 1 ei ole). Toesta voi likka timber jirgmine véide: kui poliinoomi P(x,y)
korral saab nii P(x,y) kui P(z,y) + 1 esitada kahe mittekonstantse poliinoomi korrutisena, siis P on tingimata
peidetult ithe muutuja poliinoom.

Mdrkus: Feldame, et kéik poliinoomid on reaalarvuliste kordajatega.

Ulesanne 4. Positiivsed reaalaarvud z,y, z rahuldavad tingimust zy + yz 4+ zz = 1. Toesta, et

40 1 1 1
(12 2 2 = > 5.
(2" +y +z)+3 x2+1+y2+1+22+1

Ulesanne 5. Olgu R positiivsete reaalarvude hulk. Leia kéik funktsioonid f : R — R, nii et f(0) + 1 = f(1)
ning mistahes reaalarvude = ja y korral kehtib

fley —x) + f(z + f(y) = yf(x) + 3.

Ulesanne 6. Kevin korraldab vilkmaleturniiri, kus 40 méngijat méngivad 20 laual, mis on nummerdatud 1
kuni 20. Igal laual méngib iiks mangijate paar ning igas voorus selgub igal laual voitja. Mangija, kes kaotab laual
1, ning méngija, kes voidab laual 20, jadvad oma kohtadele. Iga iilejddnud méngija liigub laualt ¢ lauale ¢ 4 1,
kui ta voitis, ning lauale ¢ — 1, kui ta kaotas. Turniir 16peb, kui iga méngija on méinginud iga teise méngijaga
vahemalt ithe korra. Mis on vahim voorude arv, mida turniir saab kesta?

Ulesanne 7. Kirjanik Arthuril on n > 1 sépra, kes kirjutavad koos temaga raamatuid. Igal raamatul on autorite
hulk, mis sisaldab ka Arthurit ennast. Uhelgi kahel raamatul pole sama autorite hulk. Peol koigi kaasautoritega
paneb igaiiks neist malu jargi kirja, mitu raamatut ta on koos Arthuriga kirjutanud. Uurides kirjutatud arve,
nad avastavad, et need on n esimest Fibonacci arvu (Fy; = Fy = 1 ja Fyyo = Fiy1 + Fy). Milliste n viédrtuste
korral on voimalik, et keegi ei méletanud valesti?

Ulesanne 8. Olgu n > 3 naturaalarv. Ennast mitte ldikavas, kuid mitte tingimata kumeras n-nurgas tomma-
takse n — 3 sisemist diagonaali, mis jagavad n-nurga n — 2 kolmnurgaks. On teada, et koigis kolmnurkades on
koigi sisenurkade suurused kraadides positiivsed téisarvud, kusjuures iikski kaks nurka ei ole vordsed. Mis on
arvu n suurim voimalik vaartus?
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Ulesanne 9. Viis tarka istuvad 16kke iimber. Mingi hetk asetab Oluf neist igaiithe pihe miitsi, mis on kas
punane, roheline, sinine voi kollane. Parast mottepausi peab iga tark kirjutama paberilipikule iihe neljast vérvist.
Targad nédevad vaid enda naabrite miitse, mitte enda ega iilejddnud kahe targa omi, samuti ei saa nad enam
omavahel suhelda, kui Oluf hakkab neile miitse pidhe asetama. Toesta, et targad saavad eelnevalt leppida kokku
strateegia, et maksimaalselt kaks neist kirjutaks iiles omaenda miitsi vérvi.

Ulesanne 10. Utleme, et naturaalarv a sisaldub naturaalarvus b, kui arvu a kiimnendesitus on véimalik saada
arvu b kiitmnendesitusest numbrite kustutamisel. Néaiteks 123 sisaldub arvus 901523, kuid mitte arvus 3412. Kas
leidub I6pmatu hulk naturaalarve, nii et iikski arv selles hulgas ei sisaldu iiheski teises arvus?

Ulesanne 11. Olgu ABC kolmnurk ning I' tema timberringjoon keskpunktiga O. Ringjoon, mille keskpunkt
on sirgel AB ja mis ldbib punkte A ja O, 16ikub ringjoonega I" teist korda punktis D. Ringjoon, mille keskpunkt
on sirgel AC ja mis ldbib punkte A ja O, 16ikub ringjoonega I" teist korda punktis E. Toesta, et BD || CE.

Ulesanne 12. Teravnurkses kolmnurgas ABC on témmatud korgused AD, BE ja CF. Olgu Q lsigu AD
sisepunkt. Olgu kolmnurkade QDF' ja QDE iimberringjoonte teised 16ikepunktid sirgega BC' vastavalt X ja Y.
Toesta, et BX = CY.

Ulesanne 13. Olgu ABCD kéélnelinurk, mis rahuldab tingimusi AB < BC ja AD < DC. Olgu E ja F sellised
punktid vastavalt nelinurga kiilgedel BC ja CD, et AB = BE ja AD = DF'. Olgu M 16igu EF keskpunkt. Toesta,
et ZBMD = 90°.

Ulesanne 14. Olgu ABC teravnurkne kolmnurk, I' tema iimberringjoon keskpunktiga O ning M kiilje BC
keskpunkt. Olgu T sirge AM ja T' teine 16ikepunkt ning D kolmnurgas ABC tipust A tommatud korguse ja I’
teine loikepunkt. Sirged DT ja BC' loikuvad punktis X. Olgu P kolmnurga X DM tmberringjoone keskpunkt.
Tdesta, et kolmnurga OPD tmberringjoon ldbib 16igu X D keskpunkti.

Ulesanne 15. Olgu € ringjoon ja B # C kaks fikseeritud punkti sellel. Ringjoonel 2 valitakse kolmas punkt
A. Olgu X ja Y kolmnurgas ABC vastavalt tippudest B ja C tommatud korguste aluspunktid. Toesta, et leidub
selline ringjoon I'; et s6ltumata punkti A valikust puutub sirge XY ringjoont T'.

Ulesanne 16. Olgu Z* positiivsete tiisarvude hulk. Leia kdik funktsioonid f : ZT — Z%, mis rahuldavad koigi
a,b € ZT korral tingimust

fla) + f(b) | (a +0)*.

Ulesanne 17. Olgu n positiivne tiisarv, mille positiivsete jagajate summa on vihemalt 2022n. Testa, et arvul
n on vihemalt 2022 erinevat algtegurit.

Ulesanne 18. Leia koik positiivsete téisarvude paarid (a,b), nii et a < b ning koéigi positiivsete taisarvude x
korral kehtib
SUT(x,a)SUT(z,b) = SUT(x,20)SUT(z, 22).

Ulesanne 19. Leia kdik mittenegatiivsete téisarvude kolmikud (z,y, 2), mille korral

2® +at+1=3Y7%.

Ulesanne 20. Olgu p paaritu algarv. Tahvlil on arvud 1,2,3,...,p — 1. Richard ja Kaarel mingivad mingu,
tehes kordamooda kaike, kusjuures Richard alustab. Kiik koosneb tahvlile kirjutatud mahatombamata arvu
valimisest ning selle mahatombamisest. Kui parast mingit kaiku on ko6iki mahatémmatud arvude korrutis 1
(mod p), saab méangija, kelle kaik oli, the punkti, vastasel juhul ei saa keegi punkte. Méng 16peb, kui kdik arvud
on maha tommatud. Véidab méngija, kellel on méngu 16pus rohkem punkte. Kui neil on punkte vordselt, jaab
méng viiki. Leia iga p korral, kummal méngijal (kui iildse kummalgi) leidub voitev strateegia.



