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Koeaika: 4 tuntia ja 30 minuuttia.
Kysymyksia saa kysyd ensimmdisen 30 minuutin ajan.
Vain kirjoitus- ja piirtovdlineet ovat sallittuja.

Tehtsvd 1. Merkitidin symbolilla RT positiivisten reaalilukujen joukkoa. Olkoon f: RT — R* kuvaus, joka
toteuttaa yhtalot

f(@®) = (@)% ja f(22) = f(x)
kaikilla € RT. Etsi luvun f ( 202\2/5) kaikki mahdolliset arvot.

Tehtava 2. Madritelladan luonnollisten lukujen jono niin, ettd silld on alkuarvot ag = a; = as = 1 ja se toteuttaa
kaikilla n > 3 rekursioyhtalon

n
ap = | ——— | .
Up—10p—20n—-3

Etsi luvun aggee arvo.

Tehtava 3. Kutsuttakoon kahden muuttujan polynomia P(x,y) salaisesti yksipaikkaiseksi, jos on olemassa
polynomit Q(x) ja R(z,y), joille deg(Q) > 2 ja P(z,y) = Q(R(z,y)). (Esimerkiksi 22 + 1 ja 2%y + 1 ovat
salaisesti yksipaikkaisia, mutta zy + 1 ei.)
Todista tai kumoa seuraava véite: Jos P(z,y) on sellainen polynomi, ettd sekd polynomin P(z,y) ettd poly-
nomin P(x,y) + 1 voi kirjoittaa kahden ei-vakion polynomin tulona, niin P on salaisesti yksipaikkainen.
Huom! Kaikkien polynomien oletetaan olevan reaalikertoimisia.

Tehtava 4. Positiiviset reaaliluvut x, y ja z teotuttavat yhtalon zy + yz + zx = 1. Todista, etta

2(a,=2+g/2+22)+é Lo ) s
3\z2+1  y2+1 2241) 7

Tehtava 5.  Olkoon R kaikkien reaalilukujen joukko. Madarita kaikki kuvaukset f: R — R, joille f(0)+1 = f(1)
ja

flry —2) + fle+ f(y) = yf(x) +3,

kun z ja y ovat reaalilukuja.

Tehtavd 6. Matti jérjestdd sulkapalloturnauksen 40 pelaajalle 20 kentélld, jotka on numeroitu yhdestd kah-
teenkymmeneen. Pelaajat sijoitetaan kentille niin, ettd jokaiselle kentélle tulee 2 pelaajaa. Jokaisella kierroksella
voittaja maadraytyy jokaisella kentdlld. Kierroksen jélkeen kentdlld 1 havinnyt ja kentdlld 20 voittanut jaavat
paikoilleen. 38 muusta pelaajasta kentélla ¢ voittanut siirtyy kentélle ¢ + 1 ja hévinnyt kentélle ¢ — 1. Turnaus
jatkuu, kunnes jokainen pelaaja on pelannut jokaista muuta vastaan ainakin kerran. Mikéd on pienin mé&ara
kierroksia, jonka turnaus voi kestda?

Tehtava 7. Kirjailijalla Arthur on n > 1 kirjailijakumppania, jotka kirjoittavat hénen kanssaan kirjoja.
Jokaisella kirjalla on useita tekijoitd Arthur mukaan lukien. Millddn kahdella kirjalla ei ole samoja tekijoita.
Eraassa juhlassa Arthurin kirjailijakumppaneista kukin kirjoittaa lapulle Arthurin kanssa kirjoittamiensa kirjo-
jen lukuméaran muistinsa mukaan. Tutkittuaan lappuja kirjailijakumppanit huomaavat, ettd kirjatut luvut ovat
n ensimméistd Fibonaccin lukua (jotka méaaritellddn yhtaloilla Fy = Fy = 1 ja Fyyo = Frqq + Fi). Milld n on
mahdollista, ettd ketddn kirjailijakumppaneista ei vaivaa muistinmenetys?
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Tehtava 8. Olkoon n > 3 luonnollinen luku. Monikulmioon, jossa on n kérked ja joka ei ole itseddn leikkaava
mutta ei myoskadn valttdméattd kupera, piirretdén n — 3 monikulmion sisélla kulkevaa lavistajaé, jotka jakavat
sen n — 2 kolmioksi. Tiedetéén, ettd jokaisen tédllaisen kolmion jokaisen kulman suuruus asteissa on luonnollinen
luku ja ettéd kaikki ndmé luvut ovat eri lukuja. Miké on luvun n suurin mahdollinen arvo?

Tehtava 9. Viisi tietdjdd istuu suuren nuotion ymparilli. He tietdvat, ettd Oluf tulee laittamaan jokaisen
tietdjadn padhén vérillisen hatun, jonka véiri on yksi neljdstd véristd: punainen, vihred, sininen tai keltainen.
Lyhyen hiljaisen harkinnan jélkeen jokaisen tietdjéin tulee kirjoittaa yksi néista véreistd paperinpalalle. Jokainen
tietdjé tulee ndkemédn ainoastaan kahden naapurinsa hatut, ei omaansa eikd kahden jaljelle jadvan tietdjén
hattuja, eivatkd he saa kommunikoida keskenéén sen jilkeen, kun Oluf alkaa laittaa hattuja heiddn padhénsa.
Osoita, etta tietdjiat voivat suunnitella etukéteen strategian, jota kdyttden korkeintaan kaksi tietdjaéd kirjoittaa
paperilapulle oman hattunsa vérin.

Tehtava 10. Luonnollisen luvun a sanotaan sisdltyvan luonnolliseen lukuun b, jos luvun a voi muodostaa
pyyhkimalld jotkin luvun b numeroista. Esimerkiksi: 123 siséltyy lukuun 901523, mutta ei sisélly lukuun 3412.

Onko olemassa sellaista adretontd luonnollisten lukujen joukkoa, ettd mikddn tdméan joukon alkio ei sisdlly
toiseen tdmén joukon alkioon?

Tehtdva 11. Olkoon ABC kolmio, jonka ympéarysmpyra on I' ja ympéarysympyran keskipiste on O. Ympyré,
joka kulkee pisteiden A ja O kautta ja jonka keskipiste on suoralla AB, leikkaa ympyréan I" uudelleen pisteessi D.
Vastaavasti ympyré, joka kulkee pisteiden A ja O kautta ja jonka keskipiste on suoralla AC, leikkaa ympyran I'
uudelleen pisteessd E. Todista, ettd suora BD on yhtensuuntainen suoran C'E kanssa.

Tehtdava 12. Terdvikulmaisella kolmiolla ABC on korkeusjanat AD, BE ja CF (jossa D, E ja F ovat
sivuilla BC, CA ja AB vastaavasti). Olkoon @) janan AD siséipiste ja leikatkoot kolmioiden QDF ja QDE
ymparysympyrit suoran BC' uudelleen pisteissd X ja Y vastaavasti. Todista, ettd BX = CY.

Tehtéava 13. Olkoon ABCD jannenelikulmio, jossa AB < BC ja AD < DC. Olkoot E ja F pisteita sivuilla
BC ja CD vastaavasti niin, ettd AB = BE ja AD = DF. Olkoon lisdksi M janan EF keskipiste. Todista, etté
£BMD = 90°.

Tehtava 14. Kolmiossa ABC olkoot I' ympéarysympyra, O ympéarysympyran keskipiste ja M sivun BC' keskip-
iste.

Olkoot T ympyréan I' ja suoran AM toinen leikkauspiste ja D ympyran I' ja pisteestd A ldhtevan korkeus-
janan toinen leikkauspiste. Olkoon liséksi X suorien DT ja BC leikkauspiste. Olkoon P kolmion X DM ym-
parysympyran keskipiste. Todista, ettd kolmion OPD ympérysympyré kulkee janan X D keskipisteen kautta.

Tehtdava 15. Olkoon Q ympyrd ja B # C kaksi kiinnitettyd pistettd ympyrélld €. Jos A on kolmas piste
ympyralld 0, niin olkoot X ja Y pisteistd B ja C' ldhtevien korkeusjanojen kantapisteet vastaavasti. Todista,
ettd on olemassa sellainen ympyréa I', jolla XY sivuaa ympyraéd I' pisteen A valinnasta huolimatta.

Tehtivd 16. Olkoon Z™ positiivisten kokonaislukujen joukko. Etsi kaikki funktiot f: ZT — Z*, joilla
fa) + £(b) | (a+b)?

kaikilla a,b € Z*.

Tehtdava 17. Olkoon n positiivinen kokonaisluku, jonka positiivisten tekijoiden summa on vihintdan 2022n.
Todista, etta luvulla n on ainakin 2022 eri alkutekijéa.
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Tehtiva 18. Etsi kaikki positiivisten kokonaislukujen parit (a,b), joilla a < b ja
syt(z,a) syt(z,b) = syt(zx, 20) syt(z,22)

patee kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla x.

Tehtava 19. Etsi kaikki epdnegatiivisten kokonaislukujen kolmikot (z,y, 2), joilla

242t +1=3Y7%,

Tehtava 20. Inkeri ja Erkki pelaavat pelid. Luvut 1,2,3,...,p — 1 on kirjoitettu liitutaululle, missd p on
pariton alkuluku. Pelaajat tekevat siirtoja vuorotellen ja Inkeri aloittaa. Yksi siirto koostuu siitd, kun pelaaja
yliviivaa sellaisen luvun taululta, jota ei ole viela yliviivattu. Jos siirron jédlkeen kaikkien yliviivattujen lukujen
tulo on 1 (mod p), niin siirron tehnyt pelaaja saa yhden pisteen. Muulloin pelaaja ei saa yhtaan pisteitd. Peli
loppuu, kun kaikki luvut ovat yliviivattuja.

Pelin lopussa eniten pisteitd saanut pelaaja voittaa. Jos pelaajilla on yhta paljon pisteité, niin peli loppuu
tasapeliin. Selvitéd jokaisella p kummalla (jos kummallakaan) pelaajalla on voittostrategia.



