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Timamork: 4% klukkustund.
Spurningar eru leyfoar fyrstu 30 mindturnar.
Einungis skrifferi og teiknidhéld eru leyfo.

Daemi 1. Litum RT tdkna mengi jakvaedra rauntalna. Gerum rad fyrir ad f: R™ — R* sé fall sem fullnsegir

f(@®) = f(x)® og f(22) = f()
fyrir 61l z € RT. Finnid 61l gildi sem f ( *°3/2) getur tekid.

Daemi 2. Skilgreinum runu af nattirlegum télum med upphafsgildunum ag = a3 = a2 = 1 og rakningunni

n
Qp = | ——————————————
Up—10p—20n—3

fyrir 61l n > 3. Finnid gildio & asgos.

Daemi 3. Vid kollum margliou P(x,y) { tveimur breytum leynilega einnar breytu, ef til eru margliour Q(z) og
R(x,y) bannig ad deg(Q) > 2 og P(x,y) = Q(R(x,y)) (il deemis eru 22 + 1 og x%y? + 1 leynilega einnar breytu,
en ekki zy + 1).

Sannid eda hrekio eftirfarandi stadheefingu: Ef P(x,y) er marglida bannig a0 P(z,y) og P(z,y) + 1 megi rita
sem margfeldi tveggja marglida sem eru ekki fastar, p4 er P leynilega einnar breytu.

Athugid: Gert er rad fyrir ad allar margliournar hafi rauntélustudla.

Daemi 4. Jakvaedar rauntolur z, y og z fullnsegja ry 4+ yz + zz = 1. Sannid ad

4 1 1 1
g2 42 4 22) 4+ 2 S5
(@™ +y +Z)+3 x2+1+y2+1+z2+1 25

Dzemi 5. Latum R takna mengi rauntalna. Akvardio 6ll foll f : R — R bannig ad f(0)+1 = f(1) og fyrir allar
rauntolur x og y gildi

flry —2) + flz+ f(y) = yf(z) +3.

Dami 6. Matti heldur badminton mot fyrir 40 leikmenn sem spiladir eru 4 20 véllum, merktum med télunum
1 til 20. Leikmennir eru settir 4 vellina, tveir 4 hvern voll. I hverri umferd er spilad til sigurs & hverjum velli.
Eftir hverja umferd mun leikmadurinn sem tapadi & velli 1 og leikmadurinn sem vann & velli 20 ekki feera sig. Um
hina 38 keppendurnar gildir ad leikmadurinn sem vann & velli ¢ feerir sig & voll ¢ + 1 og leikmadurinn sem tapadi
& velli ¢ feerir sig 4 voll ¢ — 1. Métid heldur afram par til allir leikmennirnir hafa leikid vid alla hina ad minnsta
kosti einu sinni. Hver er minnsti {joldi umferda sem moétio getur tekio?

Dazemi 7. Rithéfundurinn Artar hefur n > 1 medhofunda sem hann skrifar beekur med. Hver bék hefur lista af
rithéfundum ad Artiri medtéldum. Engar tveer baekur hafa sama mengi af rithéfundum. I samkomu med 6llum
meohofundum hans, skrifar hver medhoéfundur nidur fjolda boka sem hann man eftir a0 hafa skrifad med Arturi.
Pegar tolurnar sem skrifadar hafa verid niour eru skodadar, pa kemur { 1j6s ad peer eru fyrstu n Fibonacci télurnar
(skilgreindar med Fy = F5 = 1 og Fiio = Fi1 + Fy). Fyrir hvada n getur hugsast ad engum medhofundanna
hafi misminnt.

Dzemi 8. Fyrir natturlega télu n > 3, pa4 drogum vido n — 3 innri hornalinur, { marghyrningi sem sker ekki
sjalfan sig, en parf ekki endilega ad vera kuptur. Peer skera hann nidur i n — 2 prihyrninga. Pekkt er ad steerdir
hornanna (meeldar { gradum) i prihyrningunum eru dlikar natttirlegar tolur. Hvad getur n mest verio.
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Dzemi 9. Fimm 6ldungar sitja umhverfis strt bal. Peir vita ad Olafur mun setja hatta sem hafa einn af fjérum
litum (raudum, greenum, bldum eda gulum) & hofud hvers oldungs. Eftir stutta hljéda umhugsun bd munu
6ldungarnir skrifa & mida, einn af litunum fjérum. Hver 6ldungur mun adeins geta séd liti hatta peirra tveggja
sem sitja vid hlidina & honum, en ekki liti hatta hinna tveggja né lit sins eigins. Peir mega ekki hafa samskipti
sin & milli eftir ad Olafur setur hattana & pa.

Synid ad oldungarnir geti komio sér saman um dsetlun pannig a0 i mesta lagi tveir 6ldunganna skrifi lit eigins
hatts.

Dami 10. Nattarleg tala a er s6gd vera geymd i natturlegri tolu b ef unnt er ad mynda a med pvi a0 stroka
ut tolustafi { b, (t6lurnar eru { skrifadar { tugakerfi). Til deemis er 123 geymd { 901523, en er ekki geymd { 3412.

Er til 6endanlegt mengi af nattirlegum télum pannig ad enginn talnanna sé geymd i nokkurri annarri télu i
menginu.

Daemi 11. Litum ABC vera prihyrning med umhring I' og ummidju O. Hringurinn sem liggur um punkta
A og O og hefur mioju & linunni AB, sker I' aftur i D. A sama hatt sker hringurinn um A og O med midju 4
linunni AC hringinn I' aftur { £. Synio a0 linan BD sé samsida linunni C'E.

Daemi 12. Hvasshyrndur prihyrningur ABC' hefur haedir AD, BE og CF (pbar sem D, FE og F liggja & hlidunum
BC, CA og AB, { bessari r60). Latum @ vera innri punkt striksins AD og ldtum umhringi prihyrninganna QDF
og QDE skera linuna BC' aftur { punktum X og Y, { bessari r6d. Synid a0 |BX| = |CY|

Dami 13. Latum ABCD vera résadan ferhyrning med |AB| < |BC| og |AD| < |DC|. Létum E og F vera
punkta & hlidunum BC og CD, { bessari r60, bannig ad |AB| = |BE| og |AD| = |DF|. Ennfremur ldtum vid M
vera miopunkt striksins FF. Sannid a0 hornio Z/BM D sé rétt.

Deemi 14. Litum I' vera umhring hvasshyrnda prihyrningsins ABC og O vera midju hans. Latum M vera
miopunkt striksins BC'.

Latum T vera hinn skurdpunkt I' vio linuna AM og ldtum D vera hinn skurdpunkt I' vio haedarlinuna fra A.
Latum einnig X vera skurdpunkt linanna DT og BC. Latum P vera ummidju prihyrningsins X DM . Sannid ad
umhringur prihyrningsins OPD liggi um midpunkt strikins X D.

Deemi 15. Latum 2 vera hring og B og C' vera 6lika fasta punkta a Q. Fyrir gefinn punkt A & Q, latum vio
X og Y vera fétpunkta haedanna fra B og C i prihyrningi ABC, 1 bessari r60. Sannid a0 til sé hringur I' pannig
a0 linan XY sé snertill vid T' 6h&0 valinu & punktinum A.

Dzemi 16. Litum ZT tdkna mengi jakvaedra heiltalna. Finnid o6l foll f : ZT — Z* sem fullnzegja
fla)+ f(b) | (a+0)?

fyrir 6ll a,b € Z7T.

Daemi 17. Latum n vera jakveeda heiltélu pannig ad summa allra jakveedra deila hennar sé ad minnsta kosti
2022n. Sannid a0 n hafi ad minnsta kosti 2022 6lika frumpeetti.

Daemi 18. Finnid allar tvenndir (a,b) af jdkveedum heiltélum bannig ad a < b og jafnan
ged(z, a) ged(z, b) = ged(z, 20) ged(x, 22)

gildi fyrir allar jakveedar heiltolur x.
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Dami 19. Finnid allar prenndir (z,y, z) af heiltélum, sem eru steerri eda jafnar nill, bannig ad

zd+at+1 =377,

Dami 20. Inga og Eirikur eru a0 spila leik. Fyrir gefna oddafrumtélu p eru télurnar 1,2, 3,...,p — 1 skrifadar
upp 4 toflu. Pau skiptast & ad gera og Inga byrjar. Pegar leikmadur & leik ba strikar hann yfir eina af télunum
4 toflunni sem hefur ekki verid strikad yfir. Eftir pad er margfeldi talnanna sem strikad hefur yfir reiknao og ef
bad er 1 (mod p) b4 feer leikmadurinn eitt stig en annars ekkert. Leikurinn endar eftir ad strikad hefur verio yfir
sioustu toluna.

Leikmaourinn sem hefur flest stig { lok leiks vinnur. Ef baoir leikmenn hafa jafnmérg stig ba endar leikurinn
med jafntefli. Akvardid fyrir hvert p, hvor leikmadurinn (ef annar) hefur vinningsleio.



