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Baltic Way 2022

Laikas sprendimui: 4 val. 830 min.
Klausimus galima uzduoti per pirmgsias 30 minuciy.
LeidZiama naudotis tik rasymo ir braiZymo priemonémis.

1. Visy realiyjy teigiamy skaiéiy aibé Zymima RT. Funkcijai f: Rt — R* lygybés
fa®) = f(x)® ir f(22) = f(o)

galioja su visais € R*. Raskite visas galimas skai¢iaus f ( *’%/2) reikSmes.

2. Tam tikra naturaliyjy skaiciy seka apibrézia pradinés reikSmeés ag = a3 = as = 1 ir rekurentusis sarysis:

n
ap =
Gp—10p—20n—-3

kiekvienam naturaliajam n > 3. Raskite sekos nario agg2o reiksme.

3. Dviejuy kintamyju daugianari P(z,y) vadinsime uZsislépusiu vienkintamiu, jei egzistuoja tokie daugiana-
riai Q(z) ir R(z,y), kad deg (Q) > 2 ir P(z,y) = Q(R(z,y)). Pavyzdziui, daugianariai 22 + 1 ir 2%y + 1 yra
uzsislépe vienkintamiai, o daugianaris zy + 1 néra.

Irodykite tokio teiginio teisinguma arba klaidinguma: jei kiekvienas i§ daugianariy P(x,y) ir P(x,y) + 1 yra
dviejy daugianariy, nelygiy konstantoms, sandauga, tai P(x,y) yra uzsislépes vienkintamis.

Pastaba: visi cia nagrinéjami daugianariai yra daugianariai su realiaisiais koeficientais.

4. Realieji teigiami skaiciai =, y ir z tenkina lygybe zy + yz + zax = 1. Irodykite, kad

2(x2+g/2+22)+é Lo L ) s
3\z2+1 3241 2241) 7

5. Visy realiyjy skaiciy aibé zymima R. Nustatykite visas funkcijas f: R — R, kurioms f(0) + 1 = f(1) ir
flay—a)+ fla+ f(y) =yf(z) +3

su visais z,y € R.

6. Badmintono turnyre dalyvauja 40 zaidéju. Jis vyksta 20 aiksteliy, i$ eilés sunumeruoty skaiciais nuo 1 iki 20.
Zaidéjai paskirstomi po du zaidéjus j aikstele. Kiekvieno turo metu kiekvienoje aiksteléje nustatomas laimétojas.
Tada zaidéjas, pralaiméjes aiksteléje 1, ir zaidéjas, laiméjes aiksteléje 20, lieka atitinkamose aikstelése. Kiekvienas
is likusiy 38 zaidéjy is savo aikstelés ¢ pereina j aikstele i+ 1, jei laiméjo, ir j aikstele ¢ —1, jei pralaiméjo. Turnyras
tesiasi, kol kiekvienas zaidéjas nesuzaidzia bent po viena karta su kiekvienu kitu. Kiek maziausiai tury gali trukti
toks turnyras?

7. Rasytojas Arturas turi n > 1 bendraautoriy, su kuriais yra parases bendry knyguy. Kiekviena tokia knyga
turi autoriy sarasa, kuriame yra ir pats Arturas. Jokiy dviejy tokiy knygy autoriy aibés nesutampa. Kiekvienas
Arturo bendraautorius suskaiciavo, kiek tokiy knygy parasé. Uzrasius visus skaicius, gauti pirmieji n Fibonacio
skai¢iy (juos apibrézia lygybeés Fy = Fy = 1 ir Fyyo = Fj11 + Fy). Kurioms skai¢iaus n reikSméms yra jmanoma,
kad joks Arturo bendraautorius neapsiriko skai¢iuodamas?

8. Duoti naturalusis skaic¢ius n > 3 ir n-kampis, kuris nebutinai yra iskilasis (¢ia nagrinéjame tik saves ne-
kertan¢ius daugiakampius). Siame n-kampyje nubréztos n — 3 vidines jstrizaineés, kurios dalija n-kampj i n — 2
trikampius. Visi Siy trikampiy kampy didumai laipsniais yra naturalieji skaiciai, ir jokie du i$ 8iy skaiciy néra
lygus. Nustatykite didziausia galima skaiciaus n reiksme.

9. Aplink didelj lauza sédi penki iSminciai. Jie zino: rytoj ateis Jurgis ir kiekvienam iSminciui ant galvos
uzdés vienos i$ keturiy spalvy — raudona, zalia, mélyna arba geltona — kepure, o tada po apmastymy kiekvienas
iSmincius turés uzrasyti ant skiautés viena is ty keturiy spalvy. Kiekvienas iSminc¢ius galés matyti tik dviejy jam
gretimy iSminciy kepuriy spalvas, bet ne savo ir ne kity dviejy iSminciy. Be to, pasirodzius Jurgiui, iSmin¢iams
draudziama bendrauti.

Irodykite: iSminciai Siandien gali sugalvoti strategija, kuria taikydami buty garantuoti, kad savo kepurés
spalva rytoj uzrasys ne daugiau nei du iSminciai.
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10. Sakysime, kad naturalusis skaicius a slypi naturaliajame skaiciuje b, jei skaic¢iy a galima gauti, iStrinant
skaitmenis skai¢iuje b (nagrinéjamos tik desimtainés skai¢iy iSraiskos). Pavyzdziui, skaicius 123 slypi skaiciu-
je 901523, bet ne skaic¢iuje 3412. Ar egzistuoja tokia begaliné naturaliyjy skaic¢iy aibé, kad joks Sios aibés
skaiCius neslypi jokiame kitame jos skaic¢iuje?

11. Apie trikampj ABC apibréztas apskritimas I' su centru O. Apskritimas su centru, esanciu tiesé¢je AB, bei
einantis per taskus A ir O, kerta apskritimg I' taske D # A. Apskritimas su centru, esanciu tieséje AC, bei
einantis per taskus A ir O, kerta apskritimg I" taske E # A. Irodykite, kad tiesés BD ir CE lygiagrecios.

12. Smailiajame trikampyje ABC iSvestos aukstinés AD, BE, C'F (¢ia taskai D, F, F atitinkamai yra krastinése
BC, CA, AB). Pazymétas atkarpos AD vidaus taskas Q. Trikampiu QDF ir QDE apibréztiniai apskritimai
kerta tiese BC atitinkamai taskuose X # D ir Y # D. Trodykite, kad BX = CY.

13. Ibréztinio keturkampio ABCD (¢éia AB < BC ir AD < DC) krastinése BC ir CD atitinkamai pazymeti
tokie taskai F ir F, kad AB = BE ir AD = DF. Taskas M dalija atkarpa EF pusiau. [rodykite, kad
ZBMD = 90°.

14. Apie smailyjj trikampj ABC apibréztas apskritimas I' su centru O. Taskas M dalija atkarpg BC pusiau.
Apskritimas T" kerta tiese AM taske T # A, o tiese, kurioje yra trikampio ABC aukstiné is virsunés A, kerta
taske D # A. Tiesés DT ir BC kertasi taske X. Apie trikamp] X DM apibréztas apskritimas su centru P.
Irodykite, kad trikampio OPD apibreéztinis apskritimas eina per atkarpos X D vidurio taska.

15. Duoti apskritimas Q ir du jo skirtingi taskai B, C'. Pasirinkus trecia apskritimo 2 taska A, taskai X ir Y
apibréziami kaip atitinkamai trikampio ABC' aukstiniy i$ virSuniy B ir C' pagrindai. Irodykite, kad egzistuoja
apskritimas I, lie¢iantis tiese XY nepriklausomai nuo tasko A parinkimo.
16. Natiiraliyjy skai¢iy aibé Zymima ZT. Nustatykite visas funkcijas f : ZT — Z™T, kurioms

fla)+ f(b) | (a+0)?
su visais a,b € Z7T.

17. Naturaliojo skaiciaus n visy teigiamy dalikliy suma yra ne mazesné nei 2022n. Irodykite, kad n turi
maziausiai 2022 skirtingus pirminius daliklius.

18. Raskite visas tokias naturaliyju skai¢iy poras (a,b), kad a < b ir lygybeé
DBD(z,a) - DBD(z,b) = DBD(z,20) - DBD(z, 22)
galioja su visais naturaliaisiais x.
19. Raskite visus tokius sveikyjy neneigiamy skaiciy trejetus (z,v, z), kad
254t +1=3V7%

20. Duotas pirminis nelyginis skaicius p. Lentoje uzrasyti skaiciai 1,2,3,...,p—1. Inga ir Irma zaidzia zaidima,
pakaitomis atlikdamos éjimus. Pirmaji é¢jimg atlieka Inga. Ejimo metu zaidéja turi pasirinkti viena lentoje
uzrasyta, neisbraukta skaiciy ir iSbraukti jj. Jei po zaidéjos éjimo visy tuo metu isbraukty skaic¢iy sandauga
lygsta 1 moduliu p, tai ta zaidéja gauna 1 taska (priesingu atveju ji gauna 0 taskuy).

Zaidimas baigiasi, isbraukus visus skai¢ius lentoje. Laimi zaidéja, zaidimo pabaigoje surinkusi daugiau tasky.
Jei zaidimo pabaigoje zaidéjos turi po lygiai tasky, tai zaidimas baigiasi lygiosiomis. Kiekvienai skaiéiaus p
galimai reikSmei nustatykite, ar kuri nors zaidéja turi pergalés strategija, ir jei taip, tai kuri.



