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Risinasanas laiks: 4 stundas un 30 minutes.
Jautajumus drikst uzdot pirmajas 30 minutes.
Atlauts lietot tikai rakstampiederumus un zimesanas piederumus.

Uzdevums 1. Ar RT apzimesim pozitivo realo skaitlu kopu. Funkcija f: Rt — R* apmierina vienadojumus

f(@®) = f(z)® un f(2z) = f(=)
visiem = € RT. Atrast visas iespejamas f ( *°%/2) vertibas.

Uzdevums 2. Naturalu skaitlu virknei dotas sakuma vertibas ap = a1 = az = 1 un to define rekursija

n
ap = | ———
Gp—10p—20n—-3

katram n > 3. Atrast asgao vertibu.

Uzdevums 3. Divu mainigo polinomu P(z, y) sauksim par apsléepti viena mainiga polinomu, ja eksisté polinomi
Q(z) un R(z,y), ka deg(Q) > 2 un P(z,y) = Q(R(z,y)). Piemeram, 2% +1 un z%y* + 1 ir apslepti viena mainiga
polinomi, bet xy + 1 nav.

Pieradit vai apgazt apgalvojumu: ja P(x,y) ir tads polinoms, ka gan P(z,y), gan P(x,y) + 1 var uzrakstit
ka divu nekonstantu polinomu reizinajumu, tad P ir apslepti viena mainiga polinoms.

Piezime: tiek pienemts, ka visi polinomi ir ar realiem koeficientiem.

Uzdevums 4. Pozitiviem realiem skaitliem x,y un z izpildas xy + yz + zx = 1. Pieradit, ka

4 1 1 1
) 2 2 2 = > 5.
(x*+y +z)+3 x2+1+y2+1+22+1 >

Uzdevums 5. Ar R apzimesim realo skaitlu kopu. Atrast visas funkcijas f : R — R, kuram f(0) +1 = f(1)
un visiem realiem skaitliem x un y izpildas

fley —z) + f(z + f(y) = yf(x) + 3.
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Uzdevums 6. Matiss organize badmintona turniru 40 speletajiem uz 20 laukumiem, kas sanumureti no 1
lidz 20. Speletaji sadalas pa diviem uz laukuma, un katra raunda uz katra laukuma viens speletajs vinne, bet
otrs - zaude. Pec raunda, uzvarejusais speletajs uz 20. laukuma un zaudejusais speletajs uz 1. laukuma paliek
tajos pasos laukumos, bet visi parejie 38 speletaji parvietojas pec sadiem noteikumiem: laukuma i uzvaretajs
parvietojas uz laukumu 7 4 1, bet zaudetajs - uz laukumu ¢ — 1.

Matiss grib, lai katrs speletajs ar katru citu izspeletu vismaz vienu raundu. Kads ir mazakais raundu skaits,
lai Matisa velme butu izpildama?

Uzdevums 7. Rakstniekam Adrianam ir n > 1 Iidzautori, kas kopa ar vinu ir rakstijusi gramatas, bet nevienam
divam gramatam autoru kopas nesakrit. Kada ballite katrs no vina lidzautoriem pec atminas uzrakstija uz
kartinas skaitli, cik gramatu vin$ ir sarakstijis kopa ar Adrianu. Izradijas, ka skaitlus uz kartinam var sakartot
rinda ta, ka tie veido pirmos n Fibonaéi skaitlus (Fy = Fy = 1, Fyo = Fiy1 + F).

Kadiem n ir iespejams, ka neviens no lidzautoriem nav kludijies?

Uzdevums 8. Kada n-sturl (ne obligati izliekta, bet kuram nekrustojas malas un n > 3) ir novilktas n — 3
iekSejas diagonales ta, ka n-stiiris sadalits n —2 trijsturos. Ir zinams, ka visas $ajos trijstiros esoSo lenku vertibas
(grados) ir dazadi naturali skaitli.

Kada ir lielaka n vertiba, kurai tas ir iespejams?

Uzdevums 9. Pieci vecajie sez ap lielu ugunskuru. Vini zina, ka driz atnaks Alfreds un katram no tiem
tiem uzvilks galva cepuri viena no Cetram krasam (sarkanu, zalu, zilu vai dzeltenu) ta, ka katrs no viniem var
redzet krasu tikai tam cepurém, kas uzvilktas galva diviem vina kaiminiem (ne savu un ne to, kuri sez pret1 aiz
ugunskura). Pec pardomu briza viniem katram vajadzés nesazinoties uzrakstit vienu no $im Cetram krasam uz
lapinas.

Vini loti gribetu, lai ne vairak ka divi no viniem biitu uzrakstijusi krasu, kas sakrit ar vina pasa cepures krasu.
Pieradit, ka vini var vienoties par strategiju, ka to garanteti izdarit.

Uzdevums 10. Teiksim, ka naturals skaitlis b satur skaitli a, ja a var iegut, no b decimala pieraksta izdzesot
kadus ciparus. Piemeram, 901523 satur 123, bet 3412 nesatur 123.
Vai eksiste tada bezgaliga naturalu skaitlu kopa, kura neviens skaitlis nesatur nevienu citu sis kopas skaitli?
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Uzdevums 11. Dots trijstiiris ABC. Apzimesim ta apvilkto rinka Iiniju ar I' un tas centru ar O. Rinka Iija,

kuras centrs atrodas uz taisnes AB un kas iet caur punktiem A un O, otru reizi krusto I' punkta D. Analogiski,

rinka Imija, kuras centrs atrodas uz taisnes AC un kas iet caur punktiem A un O, otru reizi krusto I' punkta E.
Pieradit, ka taisne BD ir paralela C'E.

Uzdevums 12. Saurlerglgu trijsturt ABC doti augstumi AD, BE un CF (kur D, F un F attiecigi atrodas uz
malam BC, CA and AB). Punkts @ ir nogriezna AD ieksejs punkts, un trijsturu QDF un QDE apvilktas rinka
Iinijas otru reizi krusto taisni BC' attiecigi punktos X un Y.

Pieradit, ka BX = CY.

Uzdevums 13. Dots cetrsturis ABCD, kas ievilkts rinka Imija un kam AB < BC un AD < DC. Punkti E
un F atrodas attiecigi uz malam BC un CD, pie tam AB = BE un AD = DF. Ar M apzimesim nogriezna EF

viduspunktu.
Pieradit, ka ZBMD = 90°.

Uzdevums 14. Ar I' apzimesim apvilkto rinka Imiju un ar O apvilktas rinka Iinijas centru saurlenku trijsturim
ABC, un ar M apzimesim nogriezna BC viduspunktu.

Ar T apzimesim I" un taisnes AM otru krustpunktu, un ar D apzimesim I" un augstuma no A otru krustpunktu.
Papildus ar X apzimesim taisnu DT un BC krustpunktu. Ar P apzimesim trijstura X DM apvilktas rinka Iinijas
centru.

Pieradit, ka trijstura OPD apvilkta rinka Imija iet caur nogriezna XD viduspunktu.

Uzdevums 15. Dota rinka Imija €, un B # C ir divi fikseti punkti uz tas. Punktam A uz Q ar X un Y
attiecigi apzimesim trijsturt ABC no virsotnem B un C vilkto augstumu pamatus.
Pieradit, ka eksiste tada rinka lnija I', ka XY ir I" pieskare neatkarigi no punkta A izveles.
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Uzdevums 16. Ar Z* apzimeésim naturalo skaitlu kopu. Atrast visas funkcijas f : ZT — ZT, kuras apmierina
f(a)+ f(b) | (a+0)?
visiem a,b € Z7T.
Uzdevums 17. Naturala skaitla n pozitivo dalitaju summa ir vismaz 2022n. Pieradit, ka n ir vismaz 2022
dazadi pirmreizinataji.
Uzdevums 18. Atrast visus naturalu skaitlu parus (a,b), kuriem o < b un
ged(z, a) ged(z, b) = ged(x, 20) ged (z, 22)

izpildas katram naturalam skaitlim z.

Uzdevums 19. Atrast visus nenegativu veselu skaitlu trijniekus (x,y, z), kuriem izpildas

zd+at+1 =377,

Uzdevums 20. Ramona un Ansis spele speli. Dots nepara pirmskaitlis p, un uz tafeles uzrakstiti skaitli
1,2,3,...,p — 1. Speletaji pec kartas izdara gajienus, un Ramona iet pirma. Gajiena speletajs apvelk kadu no
vel neapvilktiem skaitliem uz tafeles. Ja pec gajiena visu apvilkto skaitlu reizinajums ir 1 (mod p), tad speletajs,
kur§ veica So gajienu, sanem vienu punktu, ja ne — punkti netiek pieskirti. Spele beidzas, kad visi skaitli ir
apvilkti.

Speletajs, kurs sanemis vairak punktu, speles beigas ir uzvarejis. Ja abiem speletajiem ir vienads punktu
skaits — spele ir beigusies neizskirti. Katram p noskaidrot, kuram speletajam ir uzvarosa strategija Saja spele (ja
tada ir).



